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Resumen—Este documento describe e modelado de
un sistema mecanico compuesto por un péndulo invertido
esférico cuya base se encuentra montada sobre un mecanismo
de cinco barras. El sissema completo es de cuatro grados de

libertad, aunque solo dos de ellos son actuados.
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I. INTRODUCCION

El problema de controlar el balanceo de un péndulo inver-
tido siempre ha llamado la atencion de los investigadores.
Existe una variedad de sistemas tipo péndulo invertido,
siendo los més conocidos el pendubot, el acrobot, el carro
péndulo, el péndulo con rueda inercial y el péndulo de
Furuta (ver (Alvarado, 2010)). Todos estos sistemas tienen
en coman ser sistemas de dos grados de libertad (g.d.l.) con
un grado de subactuacion de uno, es decir, que una de sus

dos articulaciones es subactuada.

Otro miembro de la familia de los péndulos invertidos
es el péndulo esférico (o péndulo de 2 g.d.l.) que consiste
de una varilla rigida acoplada en su base a una articulacion
universal subactuada, de manera que el extremo de la varilla
se mueve sobre la superficie de una esfera con centro en
la base. Y mediante el movimiento de la base del péndulo
en el plano horizontal es posible balancear el extremo de la

varilla sobre la vertical.

El péndulo invertido esférico (PIE) ha sido estudiado
por un gran nimero de investigadores (Yang et al., 2000),
(Albouy y Praly, 2000), (Bloch et al., 2000) y (Liu et
al., 2005). El interés por el modelado y control de un PIE
radica en que el modelo matemético de este sistema se
considera como un modelo simple de cohetes o edificios,
y puede ser utilizado para el control de posicion del
cohete, para el control de las oscilaciones de los edificios o
simplemente para el estudio de nuevas técnicas de control.

De acuerdo con (Ishii et al., 2009) existe una clasifi-
cacion de sistemas tipo péndulo invertido esférico segln al
mecanismo que se usa para estabilizar al PIE, que puede

ser:
1. una mesa XY
2. un vehiculo omnidireccional
3. un brazo robético

En este trabajo, al igual que en (Ishii et al., 2009),
se considera que el movimiento de la base del PIE es
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controlado a través de un mecanismo de cinco barras
(M5B), que es un ejemplo bien conocido de un mecanismo
de cadena cerrada. Tal sistema (M5B + PIE) se ha vuelto
comln debido a que existe un prototipo comercial para
fines didacticos (Quanser, 2010). La complejidad del
modelado y control de este sistema (PIE + M5B) se debe
en buena parte a las restricciones debidas al lazo cerrado
del M5B.

Las ecuaciones que rigen el movimiento de cualquier
sistema mecénico deben de tomar en cuenta las restricciones
cinematicas entre los elementos que lo forman. Para
mecanismos de cadena abierta (MCA) esto es una tarea
directa y hay procedimientos simples para hacerlo,
produciendo un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs). Por otro lado, para mecanismos de
cadena cerrada (MCCs) la existencia de lazos origina
ecuaciones de restriccion algebraicas simultaneas, las
cuales no pueden resolverse explicitamente. Por lo tanto,
las ecuaciones de movimiento para un MCC son ecuaciones
algebro-diferenciales (EADs) (Dabney y Ghorbel, 2002).

En este documento se utiliza uno de lo métodos que se
describen en (Soto y Campa, 2011), los cuales consisten
en proyectar la dindmica del sistema al espacio tangente
de la variedad de las restricciones, para transformar las
EADs que resultan del analisis dindmico de MCCs en un
conjunto de EDOs con un menor nimero de estados, de
manera que se puedan resolver.

La finalidad de este articulo es presentar el modelo
cinematico y dinamico del sistema PIE + M5B completo.
Es importante resaltar que en (Ishii et al., 2009) se
reducen las no linealidades del sistema, mientras que en
este documento se reduce el orden del sistema al ser
representado sdlo por EDOs, por lo que es un resultado
original. También hay que mencionar en (Alvarado, 2010)
se estudia este mismo sistema pero no se analizd completo,
sino el PIE y el M5B por separado.

El resto del documento se organiza como sigue. En la
seccion 1l se repasa lo referente al modelado de sistemas
con restricciones. El modelado cinemético y dindmico
del sistema M5B + PIE se presenta en la seccion Ill.
Finalmente, en la seccion IV se dan las conclusiones al
trabajo.
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Il. MODELADO PARA SISTEMAS RESTRINGIDOS
II-A. Modelo cinematico

Considérese un MCC con m articulaciones, pero con
solo n (n < m) g.d.l. entonces deben existir p = m —n
restricciones holonémicas que permitan reducir el orden del
sistema de m a n; en otras palabras, si se seleccionan n
variables articulares independientes deben existir p variables
articulares dependientes.

Sea p = [ q" ﬂT]T e R™ conm = n+p el
vector de variables articulares generalizadas (g € R"™ es
el vector de variables independientes y 3 € RP? es el vec-
tor de variables articulares restringidas). Las restricciones
holonémicas quedan entonces como un vector de la forma

v(p) =0 €R?

y como resultado de esto debe ser posible expresar

B = B(q).

El problema de cinemética directa consiste en encontrar
expresiones para las variables de postura en términos de las
variables articulares activas y puede expresarse como

x = f(q,B8(q)).

La cinemética inversa consiste en establecer el valor de
las coordenadas articulares activas correspondientes a la
postura del 6rgano terminal y se puede expresar como

q=f""(x)

La cinematica inversa para MCCs puede resolverse de
forma general por métodos geométricos o analiticos como
el utilizado en este documento (Merlet, 2006).

11-B. Modelo dinamico

El modelo dindmico de un mecanismo de n grados de
libertad, con m variables generalizadas (m > n), y sujeto a
p = m — n restricciones holonébmicas se puede representar
mediante la siguiente ecuacion algebro diferencial (EAD)

d {9L(p,p) _ OL(p.D) _ M(p)\"
il Tw e ()2 @
’Y(P) =0, )
donde el Lagrangiano £(p,p) se define como
L(p,p) = K(p, p) — U(p) ©)

siendo K(p, p) la energia cinetica y U(p) la energia
potencial del mecanismo; el vector A € R? constituye al
vector de multiplicadores de Lagrange, que asegura que
las restricciones 2 se cumplan. Ademas, la ecuacion (1) se
puede reescribir como

M(p)p+Clp,p)p+9g(p)=7,+D"(p)A (4)

donde M(p) € R™*™ representa la matriz de inercias,
C(p, p) € R™ ™ es la matriz de términos generados por
las fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(p) € R™ representa
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al vector de fuerzas debidas a la gravedad, 7 € R™
es el vector de fuerzas aplicadas al sistema, y D(p) =
8(73—(;’) € RP*™ es [lamado aqui el jacobiano de restriccion.
Ademéas como se explica en (Sciavicco y Siciliano, 2000)
las siguientes propiedades se satisfacen:

K(p: p) = 58" M(p)p (5)
a(p) = 237! ©)

Para resolver el sistema (4) se puede recurrir a cualquiera
de los métodos mencionados en (Soto y Campa, 2011), se
obtiene una matriz R(p) € R™*" tal que p = R(p)q Y
cuyo espacio columna se encuentra en el espacio nulo de
D(p), es decir D(p)R(p) = 0. Utilizando la matriz R(p)
es posible reducir el sistema (4) en un nuevo sistema

M(p)i+ C(p,p)a+g(p) =T, )
’7([)) = Oa
a(p) —q=0,
donde
V(p) = R(p)" M(p)R(p)
C(p, p) = R(p)"C(p, p)R(p) + R(p)" M(p)R(p, p)
g(p) = R(p)"g(p)
T= R(p)TTp

y nbtese que los estados que definen la dindmica del sistema
son q, q y p, los cuales pueden ser obtenidos integrando
las ecuaciones de estado correspondientes.

I1l. MODELADO DEL MECANISMO BAJO ESTUDIO

En esta seccion se obtiene el modelado cinemético y
dinamico del sistema PIE+M5B el cual se muestra en la

Figura 1. Configuracion del mecanismo bajo estudio
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figura 1. En esta figura se muestran también los marcos de
cada extremo del M5B (3¢ vy Xo/), asi como de la base
(X) y del extremo (X,) del péndulo. Y, en general ¥; se
considera formado por los ejes x;, yi, z;.

Los angulos 6 y ¢ indican la orientacion del extremo del
péndulo con respecto al marco X, 6 es el angulo que rota
con respecto al eje y;, Y ¢ es el &ngulo que rota con respecto
al eje xy,.

Los angulos ¢; Y g2 de las articulaciones activas del M5B
determinan su configuracion. Los angulos 3 de las articula-
ciones pasivas dependen de ¢; Y ¢o. Para fines de analisis,
en este articulo se define el vector de variables articulares
independientes como ¢ = [ ¢1 g2 ¢ 0 ]T y el vector

. . T
de variable operacionales como @ = [ =, y ¢ 0 |
Las longitudes de los cuatro eslabones moviles se conside-
ran iguales a L. La longitud del péndulo es L,,.

I11-A.  Modelo cinematico

I11-A.1. Modelo cinématico directo: Para obtener el
modelo cineméatico directo se tomd como referencia
(Alvarado, 2010). La solucion de la cinematica directa
se reduce a encontrar las coordenadas de los puntos de
interseccion de los circulos de radio L con centros en C1 y
C5 como se muestra en la figura 2 a) cuyas ecuaciones son

(zp — LC(q1))* + (wo
(zp — 2L+ LC(q2)))* + (s

donde las notaciones S(-) y C(-) se usan para sen(-) y
cos(-), respectivamente. Usando Matlab es posible encontrar
las siguientes dos soluciones para x, Y s

- LS(ql))2 = LQ;
- LS(qQ))2 = LQ;

= 24 Clar) + Clan)]

C(q1 — q2) +2C(q1) —2C(g2) — 1
C(q1 — q2) +2C(q1) — 2C(g2) — 3

[S(q1) — S(g2)] \/—

H_
w|h |t~

yp = — [S(q1) + S(q2)]

C(q1 — q2) +2C(q1) — 2C(g2) — 1
C(q1 — q2) +2C(q1) — 2C(q2) — 3~

wlh

[C(g2) — C(a1) + 2] \/—

Ademaés, de la figura 2 b) es posible obtener las siguientes
relaciones

B 1y —LS(q)
B1(q) = tan <m>
T — LS(q2)
O2(q) = tan (xb — (2L + LC(Q2))>

I11-A.2. Modelo cinemético inverso: A partir de la
figura 2 a), se pueden definir las siguientes expresiones
zp = LO(q1) + LC(q1 + B1) ®)
= LS(q1) + LS(q1 + b1) 9)
= LS(g2) + LS(g2 + B2) (11)
por otra parte, de la figura 2 b) se observa que
zpy=rC(a) 'y y=rS(a) (12)
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donde
—1( W
r=\/zi+y? Yy a=tan 1<30_b> (13)
y ademas
2q1 + B = 2« (14)

realizando algunas operaciones algebraicas con las ecua-
ciones (8), (9) y (12)-(14) se tiene que

2 2
41 = tan-! (&) - (Lﬁyb )
z

2L
- /22 + 12
B = +£2cos (;Tyb .

Siguiendo un procedimiento similar pero partiendo de la
ecuaciones (10) y (11) se llega a

— tan~! Yb -1 (2 — 2L)° + Y
g2 = tan o — 2L F cos 5T
(zp — 2L)% + 42
01 =F2 cos* 5L
I11-A.3. Modelado cinématico diferencial: Derivando
con respecto al tiempo (8)-(11) para i = 1,2 se tiene
iy = —LS(q:)di — LS(q; + B;)(di + 53i) (15)
= LC(qi)4i + LC(qi + Bi)(ds + Bi) (16)

multiplicando las ecuaciones (15) y (16) por cos(q; + 53;)
y sin(g; + (3;) respectivamente y sumando los resultados se
obtiene

5 C(qi + Bi) + 9 S(qi + Bi) = LS(Bi)di (7)

sustituyendo para s = 1, 2 se encuentra la ecuacion matricial
que relaciona las velocidades operacionales i, y 7, con las
velocidades de las articulaciones actuadas ¢; Y go.

[Enti st o] -e 08 o 1[0 ]

de esta manera es posible definir la cineméatica diferencial
del sistema como

T =Jq
donde
S(q2+B2)S (1) 0 0 —S(q1+B1)S(B2)
S(q2+B2—q1—F1) S(g2+P2—q1—P1)
—C(g2+B2)5(B1) 0 0 Clq1+B1)s(B2)
J=L| S(e2tB2—q1—51) S(q2+B2—q1—P1)
0 1 0 0

0 0 1 0
Ademaés, de (15) y (16), se llega a

—S(q1)d1 — S(ar + B1)(dr + B1) = —S(g2)d2 — S(q2 + B2)(42 + B2)
Clq1)qr + Clqr + B1)(d1 + B1) = Clg2)d2 + Clgz + B2)(d2 + B2) -

expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial y
despejando ¢ se llega a

[ b | = sntaptan | & |

Bo G2
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X+

P(x.5) f../ x, = (2L + cos(z, ) 7 ‘\\
-~ N
\
= (2.5 ) I,I 1\"‘&%
1 a |
.
: i
R v_ﬂﬂl%a 'II
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Figura 2. Relaciones geométricas del mecanismo de cinco barras

a)
donde
__Slar=a2=B2) _ 4 _ S(B2)
S — — S — —
Jo(a, (@) = | SR st lsh ™ |

S(a1—a2+B1 —B2) ~ S(a1—a2+B1 —B2)

establece la relacion entre las velocidades de las articula-
ciones actuadas y pasivas del M5B.

I11-B. Modelado dinamico

Siguiendo el procedimiento propuesto en (Ghorbel et al.,
2000) se considera que el sistema de la figura 1 se corta
en el punto C quedando separados dos MCAs uno de 4
g.d.l formado por la pierna izquierda del M5B y el PIE
y otro de 2 g.d.l. formado por la pierna derecha. En tal
caso, es posible usar como vector de variables generalizadas
el siguiente: p = [ Gq B o 0 q Do ]T € RS, A
continuacion se muestra la obtencion de los elementos de
la ecuacion (4) y la reduccion del sistema bajo estudio a la
ecuacion (7).

La energia cinetica total del sistema se puede descom-
poner en:

K(p, p) = Z Ki(p, p) + Kyp(p, P)

i=1

(18)

donde K; es la energia cinética asociada al eslabon ¢ del
M5B y K, es la energia cinetica asociada al péndulo; K;
y K, se pueden obtener mediante (Sciavicco y Siciliano,
2000)

1 1

K; = §mil'7iTI3,- + §wz-sz'wz' (19)
1. 1

K, = §mppp D, + §wglpwp (20)

donde p, y w; representan la velocidad lineal y la velocidad
angular del del centro de masa del eslabon i, respectiva-
mente, y donde p,, y w,, representan la velocidad lineal y
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la velocidad angular del centro de masa del péndulo, re-
spectivamente; considerandose todos los vectores referidos

al marco X. L
Los vectores de posicion a los centros de masa de cada
eslabon para el M5B son los siguientes

I lclc(ql) lc4c(!12)
Py = | la %(th) , Py = lc4%(<12)

[ LC(q1) +1c1C(q1 + B1) :|

py = LS(q1) +le1S(q1 + B1)
0
[ 2L+ LC(g2) + 1e3C(g2 + B2)
Py = LS(q2) + le3S(g2 + B2)
0

el vector de posicion al centro de masa del péndulo esta
descrito por la siguiente ecuacion

p, ="p, +R'p,

donde °p, es el vector de posicion de la base del PIE con
respecto al marco ¥, bpp es el vector de posicion del centro
de masa del péndulo con respecto X, y ) R es la matriz de
rotacion de Y, respecto a X, que son

[ C(q1) + C(q1 + B1) -|

2P=L S(q1) + S(q1 +61) |, szlcp [ —0?9)95(45) —I
I 0 | | cocw) |
[ C(qr +p1) —S(ar+pB1) 0 -|

gR =i S@a+p8) Claa+p1) O
|EIE AR

Debido a que el mecanismo de cinco barras se encuentra en
el plano es facil comprobar que las velocidades angulares
para cada eslabon se definen como

T . . T
] wr=[0 0 ¢14p1 |
w3=1[0 0 ¢+ fr

la velocidad angular del péndulo con respecto a X, esta
dada por (Campa y de la Torre, 2009)

w1=[0 0 ¢
. AT T
o=[0 0 @) |

wp = % [ S(r1) S(ra) S(rs) | 72
73
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donde S(-) es la matriz antisimétrica que para un vector
T .
v=[ v vz w3 ] sedefine como

0 —V3 (%)
S(v) = V3 0 —-u
—V2 U1 0

y los vectores r1, 7o y 73 son las columnas de la matriz de
rotacion del marco ¥, con respecto a Xy cuyos elementos
son:

ri1 = C(q1 + 51)C(0) — S(q1 + £1)S(4)S(0)
ri2 = =S(q1 + 51)C(9)

ri3 = C(q1 + £1)S(0) + S(q1 + 51)S(9)C(0)
ro1 = S(q1 + £1)C(0) + C(q1 + 61)S(9)S(6)

roo = C(q1 + £1)C(9)
r23 = S(q1 + 51)S(0) —
r31 = —C(¢)S(0)

C(q1+ B1)S(6)C(0)

r32 = S()
r33 = C(0)C(0)
por lo tanto

Clq + 51)<15 S(q1 + B1)C(¢)0 )
S(q1 + B1)¢ + Clar + p1)C (¢)0
1+ B1 + S(9)0

Ademaés, en la ecuacion (19) hay que usar las masas de
cada eslabon del M5B asi como la matriz de momentos de
inercia con respecto a un marco coordenado que pasa por el
centro de masa. Por simplicidad se supondra que esa matriz
es diagonal para los eslabones del M5B vy esta dada por

L. 0 0
0 I, O

wpz

P_bR

para el PIE.

Ahora es posible usar un paquete de computo simbolico
como Mathematica o Matlab para obtener las matrices
del modelo dindmico (4). Para obtener la matriz M (p)
se calcula la energia cinética total K(p, p) y se usa (5)
obteniendose

mi1 M2 M1z Miq 0 0
mi2 Moo M23 Moy 0 0
| M1z Mma3 M3z M3q 0 0
Mfp) = mia Mog Mgz Mas 0 0
0 0 0 0 mss Ms6
0 0 0 0 mss  Mee
donde

mi = I + Iy + Ly + L*mg + 2L%my, + 12;my + [2ymy
+ lfpmp - Ipwc(‘b)QC(G)Q + Ipzc(¢)20(9)2
+ 2L2mpc(51) — lpr(qb)QC(G)Q + 2Ll02m20(ﬁ1)
+ 4Llym,C(81/2)%S(0) + 2L1.,m,S(81)C(0)S(9)
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miz = Io + Iy + LQmP + 12ymo + lfpmp + LQmPC’(ﬁl)
+1,.C(¢)*C(0)° — [, C(¢)*C(6)* - 12,C(¢)*C(6)*
+ LlcomoC(51) + 2Llepmy,S(0) + Licpym,C(51)S(0)
+ LlepmypS(81)C(0)S(9)
mi3 = —C(¢)C(0) Llcymy [1 + C(B1)]
— C(¢)C(0) (Ipe — Iz + 12,m,) S(0)
mpS(¢) + 2L1pym,S(6)S(0)C (B /2)?
+ 1peS(¢) + Llcpymyp S(61)C(0)
Moo = I + Ips + LQmP + ZEQmQ + lfpm
— (Ipe — Ipz + lfpmp)0(¢)20(9)2 + 2LlepmpS(0)
ma3 = —C(¢)C(0) [S(8) (Ipe — Lp: + 12,mp) + Llcymy)
mas = S(¢) [Lpe + 12,mp + Lleymy, S(0)]
mas = Ip. + (Ipe — Lp. +12,my) C(6)?
Mag = I, + lfpm
mss = mylly + mg [L? + 125 + 2L13C(B2)] + I + I3
mse = mg [I25 + LlsC(B2)] + I

2
mee = mglcg + I3

2
miq4 = lcp

Con la matriz M (p) es posible calcular la matriz C'(p, p)
a través de los coeficientes de Christoffel ¢;;(p) definidos
como:

OMy;(p)  OMyi(p) OM;;(p)
— + —
2|1 9p; op; opy,
donde M;;(p) denota el ij-ésimo elemento de la matriz de
inercia M (p). En efecto, el kj-ésimo elemento Cy;(p, p)
de la matriz C'(p, p) puede obtenerse de la siguiente ma-
nera:

Cijk(p) = ) (21)

ank(p) ] [)
(22)

Cri(ps p) = | crin(p) c2;k(p)

por lo tanto

C11 €12 C13 Ci4
C21 C22 C23 C24
C(p, p) = C31 €32 (33 C34
Cq41  C42 C43 C44
0 0 0 0 Cs5 Csg
0 0 0 0 Ces  Cg6

O O OO
O O OO

donde
c11 = a1B1 + azé + asb
C12 = ay ((1'1 + 51) + a0 + asb
C13 = az ((]'1 + 51) + a1+ asf
C14 = a3 ((]'1 + 51) + as¢ + agh
co1 = —aig1 + ar¢ + asf
c2 = ar¢ + asf
Co3 = az ((]'1 + 51) + agd + aioh

Co4 = ag (q'1 + 51) + a100 + a116
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c31 = —a2d1 — azf + ai2f

C32 = —az (q’l + 51) + a2

c33 = a130

€34 = Q12 (Ql + 51) + a3 = —cao
ca1 = —azdr — asP — a2

C42 = —ag ((]'1 + 51) — a126

cq4 =10

con

ar = LleymyC(51)C(0)5(0)
— LS(61)(leama + Lmy + lepmp S(0))

az = C(¢)C(0) Llcpmp S(B1)
+C()C(0) (e — I + 12,my)C(0)S(0)

a3 = —Lleymy S(81)S(0)S(¢) + C(6)Llcpymy (1 + C(Br))
+ 0(9)(];01‘ — I + lgpmp)C((b)QS(G)

ag = C(0)S(¢)Llcymy (1 + C(B1))

+ C(0)S(¢)Lps — Ip> + lzpm;v)s(e)
as = %C((b) [Ip‘L + lgpmp - (Ip‘L - ]pz + lzpmp)c(29)]
+90(8) LLeym, C(81/2)°5(6)
ag = Llcpmy [20(51/2)20(9)S(¢) — 5(61)5(0)]
ar = (I o Lpe + 12ym )C(¢)S(¢)C(9)2
ag = ) [Llcpmp =+ l2 )C(¢)QS(9)]
ag = (9) (¢) [Llcpmp + (Ipx +l )5(9)]
aio = C( ) [ -+ lzpm;l) - (Ipl‘ — I + )C( )]

+ O(¢)L10pmp0(61/2)28(9>
aylr = Llcpmpc(9)5(¢)
a2 = _%C((b) [Ipl‘ + lgpmp + (e — Ip:
a13 = —(Lpg — Ip. + lfpmp)C(G)S(G)

Finalmente, para el vector de fuerzas gravitacionales se
obtiene primero la energia potencial total la cual s6lo
depende de la energia potencial del PIE, es decir

Ulp) =

donde g es un vector que indica la direccion de la ace-
leracion de gravedad con respecto a ¥ y luego se usa la
propiedad (6)

+12,m,)C(26)]

—mpy g

U (p)

o) - 22 (C(H)C(®))

op

= mglcp
por lo tanto
T
g(p) = —mgley [ 0 0 S(@)CH) C(#)SO) 0 0]
Las restricciones de este sistema estan dadas por

LIC(q1) +Clq1 + 1) — 2 — C(gq2) — C(g2 + B2)]

YP) =1 LIS(q) + Sar + B1) — S(az) — S(gz + B2)

D.R. © AMCA Octubre de 2012

y la matriz R(p) se define como

1 0 0 0
Jﬁll 0 0 JBlQ
0 1 0 0
k= 0 0 1 0
0 0 0 1
J521 00 J322

El modelo reducido del sistema (4) no se muestra aqui por
razones de espacio, pero se muestra lo necesario para su
obtencion.

IV. CONCLUSIONES

En este documento se presenta como obtener el modelo
cinematico y dindmico de un sistema tipo péndulo invertido
esférico montado sobre un mecanismo de cinco barras. El
modelo se obtiene en términos de un conjunto no minimo
de coordenadas generalizadas pero luego se puede reducir
usando un método propuesto en la literatura. EI modelo
obtenido ya sin restricciones es novedoso y puede ser usado
para simulacién y control.
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